Introduction
Ø Ò Ö Ò Ñ Ø Ó ÓÐÓ Ý Ý ÀÙ×Ñ Ö Ò ÏÖ Ø´¾¼¼½µ Ò ÀÙ×Ñ Ö Ò Å Ù Ö ´¾¼¼¿µº ÀÓÛ Ú ÖØ × ÑÓ Ð× Ò ÓÒ Ù× Ö ÓÒ× ×Ù Ø ØÓ Ö ÓÑ Ò Ø ÓÒ Ò Ö Ø Ú Ö Ø ÓÒº ÀÙ×Ñ Ö ¾¼¼ µ Ö ×× Ø × ÔÖÓ Ð Ñ Ý ÒØÖÓ Ù Ò Ô ÝÐÓ Ò Ø ØÓÖ Ð ÀÅÅ´ ÀÅÅ × Ö Ñ Ò Ò ÂÓÖ Ò¸½ µ¸Û Ø ØÛÓ Ö ÒØ ØÝÔ × Ó Ò ×Ø Ø ×º Ì × × ÒØ Ò Ð × ØÓÔÓÐÓ Ý Ò × Ò Ø Ú Ó Ö ÓÑ Ò Ø ÓÒ ÖÓÑ Ò × Ó Ø ÒÙÐ ÓØ ×Ù ×Ø ØÙØ ÓÒ Ö Ø º ÓÖ Ø Ð ØØ Ö¸ × Ø Ó Ü ¸ ÔÖ ÓÖ Ó× Ò Ú ÐÙ × Û × Ù× ¸ Ò ØÓ Ø ÔÔÖÓ Ó Ð× Ò×Ø Ò Ò ÙÖ ÐÐ´½ µº Ì × × Ø Ó Ü Ö Ø × Ð Ñ Ø× Ø ÙÖ Ý ØÓ Û Ø Ö Ø Ú Ö Ø ÓÒ ÐÓÒ Ø × ÕÙ Ò Ò Ö Ø Ö × º Ì ÑÓ Ð ÔÖÓÔÓ× Ò Ø × Ô Ô Ö ÑÔÖÓÚ × ÓÒ Ø ÔÔÖÓ Ó ÀÙ×Ñ Ö´¾¼¼ µ Ò Ø Ö ÑÔÓÖØ ÒØ Ö ×Ô Ø×º Ö×Ø¸Ö Ø Ö Ø Ò × ØØ Ò Ø Ô Ö Ñ Ø Ö× ××Ó Ø Û Ø Ø Ò ×Ø Ø × ØÓ ÔÖ ÓÖ × Ð Ø Ü Ú ÐÙ ×¸Û ÔÐ ÔÖ ÓÖ ×ØÖ ÙØ ÓÒ ÓÒ Ø Ñº Ë ÓÒ ¸Û Ò Ö Ø ÒÙÑ Ö Ó Ò ×Ø Ø ×¸Û ÓÖÖ ×ÔÓÒ × ØÓ Ø ÒÙÑ Ö Ó ÓÑÓ Ò ÓÙ× × ¹ Ñ ÒØ× Ò Ø AE × ÕÙ Ò Ð ÒÑ ÒØ¸Û Ø ÊÂÅ Å º Ò ÐÐÝ¸Û Ð×Ó ÔÔÐÝ Ø × Ò Ö Ò × Ñ ØÓ ÐÐÓÛ ÓÖ Ò × Ò Ø ØÖ Ò× Ø ÓÒ¹ØÖ Ò×Ú Ö× ÓÒ Ö Ø Ó ÐÓÒ Ø Ð ÒÑ ÒØº Ò ÐØ ÖÒ Ø Ú ÔÔÖÓ ØÓ Ø ÀÅÅ × Ø ÅÙÐØ ÔÐ Ò ÔÓ ÒØ ÅÓ Ð Ó ËÙ Ö Ø Ðº´¾¼¼¿µ Ò Å Ò Ò Ø Ðº´¾¼¼ µº À Ö ¸Ø ØÖ ØÓÔÓÐÓ Ý¸Ø Ö Ø ¸ Ò Ø ØÖ Ò× Ø ÓÒ¹ ØÖ Ò×Ú Ö× ÓÒ Ö Ø Ó Ö ÐÐÓÛ ØÓ Ú ÖÝ ØÛ Ò Ò ÔÓ ÒØ×º Ì ÒÙÑ Ö Ò ÐÓ Ø ÓÒ Ó Ò ÔÓ ÒØ× Ö Ò ÖÖ Ò Ý × Ò Ö Ñ ÛÓÖ Ò × ÑÔÐ ÖÓÑ Ø ÔÓ×Ø Ö ÓÖ ×ØÖ ÙØ ÓÒ Û Ø ÊÂÅ Å º Ï × ÓÛ Ø Ø Ø × ÑÓ Ð Ò ÒØ ÖÔÖ Ø × ×Ô Ð × Ó Ô ÝÐÓ Ò Ø ÀÅÅ¸ Ò Û ÓÑÔ Ö Ø Ô Ö ÓÖÑ Ò × Ó ÓØ ÔÔÖÓ × ÑÔ Ö ÐÐÝº Ì ÖØ Ð × ÓÖ Ò × × ÓÐÐÓÛ×º Ï ×Ö Ø ÑÓ Ð Ò Ë Ø ÓÒ ¾¸Û Ð Ë Ø ÓÒ ¿ ÓÙØÐ Ò × ÓÙÖ Å Å Ò Ö Ò × Ñ º Ë Ø ÓÒ ÓÑÔ Ö × ÓÙÖ ÑÓ Ð Û Ø Ø Ö ÔÓ ÒØ ÑÓ Ð× Ó ËÙ Ö Ø Ðº´¾¼¼¿µ Ò Å Ò Ò Ø Ðº´¾¼¼ µ¸Û Ð Ë Ø ÓÒ ×Ù×× × Ò Ð¹ Ø ÖÒ Ø Ú ÑÓ Ð Û Ø ÓÙÔÐ ×Ø Ñ Ø ÓÒ Ó Ø Ö Ø Ò ØÖ Ò× Ø ÓÒ¹ØÖ Ò×Ú Ö× ÓÒ Ö Ø Óº ÁÒ Ë Ø ÓÒ Û ×Ù×× ÓÙÖ ÔÖ Ø ÓÒ× ÓÒ Ø Ö Ð AE × ÕÙ Ò Ð ÒÑ ÒØ¸ Ò Ë Ø ÓÒ Û Ü Ñ Ò ×ÓÑ ÔÖ Ø ÓÒ× ÓÒ Ò Ð ÒÑ ÒØ Ó Ñ Þ Ø Ò Ò ×¸ Ò Ë Ø ÓÒ ÒÚ ×¹ Ø Ø × Ø ÔÖ Ø ÓÒ× ÓÖ AE × ÕÙ Ò Ð ÒÑ ÒØ Ó ÀÙÑ Ò ÁÑÑÙÒÓ ÒÝ Î ÖÙ× ØÝÔ ½´ÀÁÎ¹½µº Ë Ø ÓÒ ÓÒØ Ò× ×Ù×× ÓÒ Ó ÓÙÖ ÛÓÖ ¸ Ò Ë Ø ÓÒ ½¼ × ÓÒÐÙ Ò ×ÙÑÑ ÖÝº
The Model

The Bayesian phylogenetic factorial hidden Markov model (FHMM)
Sub-figure a) shows how for each position in the alignment, there are three hidden variables representing the topology, the evolutionary rate, and the transition-transversion ratio, and that these hidden variables are correlated between neighbouring positions. These specify the characteristics of the phylogenetic tree, shown in the bottom right, in which empty nodes represent the nucleotides of unobserved ancestral sequences, while shaded nodes represent nucleotides in the DNA sequence alignment. The topology HS,t specifies the connectivity of this tree while the log rate HR,t specifies how likely mutations are along each branch in the tree. The relative likelihood of seeing a transition as opposed to a transversion along each branch is specified by HT,t -the difference is illustrated in the bottom left (squares represent nucleotides). Sub-figure b) shows a representation of our model in the form of a probabilistic graphical model (Pearl, 1988) , where HS, HR, HT , and D are all chains of hidden states, as shown in Sub-figure a). The rounded box is a plate, used to repeat the same nodes three times for A ∈ {S, R, T } -however note that kS and ρ S are not inferred by the construction of our model. νA is not defined when kA = 1, which we symbolise with a dashed line.
Prior distributions
. . .
. . . Table 1 . Possible proposal moves, the probability with which they are selected, and the corresponding proposal probability πM (ρ R * |ρ R ) for ρ R * . All π distributions presume that ρ R * is a valid proposal given the move type, as otherwise the π distributions are not normalised. We use c = 0.4 -see Green (1995) . 
Outline of the MCMC scheme
Ì ÓÐÐÓÛ Ò ÑÓÚ × Ö Ô Ö ÓÖÑ ÓÖ Ø Ö Ø ÓÒ Ó Ø Å Å × ÑÔÐ Ö ´ µ Ë ÑÔÐ H A ∼ P ·|ν A , ρ A , k A , H {S,R,T }\A , D ÓÖ A = {S, R, T }ó µ Ë ÑÔÐ ν A ∼ P ·|C min A , C max A , k A , H A , D ÓÖ A = {S, R, T }ó µ ÓÖ A = {R, T } ÔÖÓÔÓ× ρ * A Ò k * A Ý ÔØ Ò ρ A Ò k A º ÈÖÓÔÓ× H * A ∼ P ·|ν A , ρ * A , k * A , H {S,R,T }\A , D º ÔØ ρ * A¸k * A Ò H * A U [0, 1] < ÔØ Ò ÔÖÓ ¹ Ð ØÝ¸Û Ö U [0, 1] × × ÑÔÐ ÖÓÑ Ø ÙÒ ÓÖÑ ×ØÖ ÙØ ÓÒ ÓÚ Ö Ø ÙÒ Ø ÒØ ÖÚ Ðº AEÓØ Ø Ø Ø ÓÒ Ø ÓÒ Ò Ô ÖØ Ó ×ØÖ ÙØ ÓÒ ÓÒØ Ò× Ø Å Ö ÓÚ Ð Ò Ø´È ÖÐ1 µ Ó Ø Ö ×Ô Ø Ú Ö Ò ÓÑ Ú Ö Ð ØÓ × ÑÔÐ º Ì Å Ö ÓÚ Ð Ò Ø × Ø × Ø Ó Ô Ö ÒØ×¸Ó¹Ô Ö ÒØ× Ò Ð Ö Ò Ó ÒÓ º Ì × × Ø × Ð × Ó Ú Ò ÒÓ ÖÓÑ ÐÐ Ø ÓØ Ö ÒÓ × Ò Ø ÓÑ Ò¸Ø Ø ×¸ÓÒ Ø ÓÒ Ð ÓÒ Ø× Å Ö ÓÚ Ð Ò Ø¸ ÒÓ × Ò Ô Ò ÒØ Ó ÐÐ Ø ÓØ Ö ÒÓ ×º À Ò ¸ÓÒ Ø ÓÒ Ò ÓÒ Ø Å Ö ÓÚ Ð Ò Ø × ÕÙ Ú Ð ÒØ ØÓ ÓÒ Ø ÓÒ Ò ÓÒ Ø ÓÑÔÐ Ø × Ø Ó Ö Ò ÓÑ Ú Ö Ð ×´ ÜÐÙ Ò Ø Ú Ö Ð ØÓ × ÑÔÐ µº Ì Å Ö ÓÚ Ð Ò Ø Ó Ö Ò ÓÑ Ú Ö Ð Ò × ÐÝ Ö Ó ÖÓÑ ÙÖ ½ × Ò ³× Å Ö ÓÚ Ð Ò Ø Ò ÓÒÐÝ Ø Ö × Ø Ö Ò ØÛ Ò Ò ¸ÓÖ ÓØ Ò Ö Ô Ö ÒØ× Ó ÒÓØ Ö Ö Ò ÓÑ Ú Ö Ð ´È ÖÐ¸½ µº Ì × ÔÖÓÚ × Ø Ø Ø ÔÖÓÔÓ× × Ñ × Ú Ð × × ÑÔÐ Ò × Ñ º 3.1. Sampling H A ∼ P ·|ν A , ρ A , k A , H {S,R,T }\A , D Ë ÑÔÐ Ò Ø Ò ×Ø Ø × ÕÙ Ò × H S¸HR¸ Ò H T Ò Ø Û Ø ×¹Û Ø Ò¹ × ÔÖÓ ÙÖ ¸ × ×Ö Ò ÀÙ×Ñ Ö Ò Å Ù Ö ´¾¼¼¿µº ÀÓÛ Ú Ö¸Ø ×ØÓ ×Ø ÓÖÛ Ö ¹ Û Ö Ð ÓÖ Ø Ñ Ó ÓÝ× Ø Ðº´¾¼¼¼µ × ÔÖÓÚ Ò ØÓ Ð ØÓ ×Ø Ö Ñ Ü Ò Ò ÓÒÚ Ö Ò Ó Ø Å Ö ÓÚ Ò´Ï Ö Ð Ø Ðº¸¾¼¼ µ Ò Û ×¸Ø Ù×¸Ù× Ò Ø × ÑÙÐ Ø ÓÒ× Ö ÔÓÖØ Ò Ø × Ô Ô Öº 3.2. Sampling ν A ∼ P ·|C min A , C max A , k A , ρ A , H A , D Ì × ÑÔÐ Ò ×Ø Ô× ÓÖ ν S¸νR¸ Ò ν T Ö ×ØÖ Ø ÓÖÛ Ö Ù ØÓ Ø ÓÒ Ù Ý Ó Ø Ø ×ØÖ ÙØ ÓÒ B¸ × Ò Ò ÕÙ Ø ÓÒ´ µº Ò Ψ A = N −1 t=1 I (H A,t = H A,t+1 ) , Ψ A = N − 1 − Ψ A .´½ µ ÁØ × Ø Ò ×Ý ØÓ × ÓÛ ÖÓÑ´ µ Ø Ø P ν A |C min A , C max A , H A , k A , D ∝ I C min A ≤ ν A ≤ C max A B ν A |Ψ A + α, Ψ A + β .´½ µ Ë ÀÙ×Ñ Ö Ò Å Ù Ö ´¾¼¼¿µ ÓÖ Ö Ú Ø ÓÒ ÓÖ Ø ÙÒØÖÙÒ Ø × º Á k A = 1Ø Ò ÕÙ Ø ÓÒ´½ µ Ó × ÒÓØ ÔÔÐÝ¸ × Ø Ö × ÓÒÐÝ × Ò Ð ÔÓ×× Ð H A º ÌÓ Ò Ö Ø × ÑÔÐ ÖÓÑ Ø ØÖÙÒ Ø Ø ×ØÖ ÙØ ÓÒ Û Ù× × ÑÔÐ Å ØÖÓÔÓÐ ×¹À ×Ø Ò × Ñ Ø Ó × Ä Ö ´¾¼¼ µ ÓÖ ÑÓÖ Ø Ðº Ø ÓÒ ÐÐÝ¸Ψ A Ò Ψ A ÐÐÓÛ Ù× ØÓ Ò Ö Ø Ò ×Ø Ñ Ø Ó Ø ÔÓ×Ø Ö ÓÖ ×ØÖ ÙØ ÓÒ Ó ν A P ν A |D, C min A , C max A ≈ 1 M M i=1 B ν A |Ψ (i) A + α, Ψ (i) A + β C max A C min A B ν A |Ψ (i) A + α, Ψ (i) A + β dν A I C min A ≤ ν A ≤ C max A , ½ µ Û Ö Ø ×ÙÔ Ö×Ö ÔØ (i) Ö ÔÖ × ÒØ× Ø i th × ÑÔÐ Ò Û Ú M × ÑÔÐ ×º Ì ÒØ Ö Ð × × ÐÝ ÐÙÐ Ø Ù× Ò Ø ØÖ Ô ÞÓ Ñ Ø Ó º
Proposing and conditionally accepting
ρ * A , k * A , and H * A Ï ÓÔØ Ê Ú Ö× Ð ÂÙÑÔ Å ØÖÓÔÓÐ ×¹À ×Ø Ò × × Ñ ´ Ö Ò¸½ µ Û Ö Û ÔÖÓÔÓ× Ò Û ÒÙÑ Ö Ó Ö Ø ×Ø Ø × k R * Ò Ò Û × Ø Ó Ö Ø ×Ø Ø × ρ R * ÖÓÑ k R Ò ρ R º Ì × × ÓÒ Ù× Ò ÖØ ÑÓÚ ´Û Ø ÔÖÓ Ð ØÝ b k µ¸ Ø ÑÓÚ ´Û Ø ÔÖÓ Ð ØÝ d k µ ÓÖ Ö ÐÓ Ø ÓÒ Ó ÓÒ Ó Ø Ö Ø ×Ø Ø ×´Û Ø ÔÖÓ Ð ØÝ r k µº Ò Û H R * × Ø Ò ÔÖÓÔÓ× Ú Ò Ø Ò Û ρ R * º Ì Ò Û × Ø Ó Ö Ø ×Ø Ø × ρ R * × Ø Ò ÔØ Û Ø ÔÖÓ Ð ØÝ ×Ù Ø Ø Ú Ò Ö Ó ØÝ¸Ø Å Ö ÓÚ Ò × Ù Ö ÒØ ØÓ ÓÒÚ Ö Ò ×ØÖ ÙØ ÓÒ ØÓ Ø ÓÖÖ Ø ÔÓ×Ø Ö ÓÖ ×ØÖ ÙØ ÓÒº Ì × ÔÖÓ ÙÖ × × Ñ Ð Ö ØÓ Ø Ö Ú Ö× Ð ÙÑÔ ÑÓÚ ´ µ ÖÓÑ ÓÝ× Ò À Ò Ö×ÓÒ´¾¼¼ µº ρ T Ò k T Ö ÔØ Ò Ø × Ñ Û Ý Û Ø ÒØ Ð Ö Ú Ø ÓÒ×¸×Ó Û ÓÒÐÝ × ÓÛ Ø Ö Ú Ø ÓÒ ÓÖ ρ R Ò ÖÓÔ Ø Ê ×Ù ×Ö ÔØ ÓÒ k R º ÌÓ Ù× Ø Ê Ú Ö× Ð ÂÙÑÔ Ñ Ø Ó Û Ò ØÓ ×Ô Ý ÓÛ Û ÔÖÓÔÓ× k * Ò ρ * R º Ì × Ø Ó ÐÐ ÔÓ×× Ð ÔÖÓÔÓ× Ð ÑÓÚ × × ÓÙØÐ Ò Ò Ì Ð ½º AEÓØ Ø Ø k * × ÔÖÓÔÓ× ×Ù Ø Ø Ø À ×Ø Ò × ØÓÖ Ò Ð× ÓÙØ Ò×Ø Ø ÔÖ ÓÖ Ö Ø Óº Ä ×ØÐÝ¸Û ÔÖÓÔÓ× H * R ∼ P (·|ν R , ρ * R , k * , H S , H T , D) × ×Ö Ò Ë Ø ÓÒ ¿º½ºÅÓÚ ØÝÔ ÈÖÓ Ð ØÝ Ó ÑÓÚ Ò ÔÖÓÔÓ× Ð ÓÖ ρ R * ×Ö ÔØ ÓÒ Ó ÓÛ ρ R * × ÔÖÓÔÓ× ÖØ k * = k+1 b k = c min n 1, P (k+1) P (k) o π b (ρ R * |ρ R ) = 1 k+1 Q (ρR * ) Ò Û Ö Ø × × ÑÔÐ ÖÓÑ Q Ò ÕÙ Ø ÓÒ´½½µ¸Ø ÔÖ ÓÖ ×ØÖ ÙØ ÓÒ ÓÒ ρ R ÓÖ × Ò Ð Ö Ø º Ï Ö ØÓ Ò× ÖØ Ø Ò Û Ö Ø ×Ø Ø × Ö Ò ÓÑÐÝ Ò ÙÒ ÓÖÑÐÝ × ÑÔÐ ÖÓÑ Ø k + 1 ÔÓ×× Ð Ø ×º Ø k * = k−1 d k = c min n 1, P (k−1) P (k) o π d (ρ R * |ρ R ) = 1 k Ö Ò ÓÑÐÝ Ó× Ò Ö Ø × Ð Ø º Ê ÐÓ Ø ÓÒ k * = k r k = 1 − (b k + d k ) πr (ρ R * |ρ R ) = 1 k Q (ρR * ) Ò Ü ×Ø Ò Ö Ø ØÓÖ ÔÓ× Ø ÓÒ × Ö Ò ÓÑÐÝ Ó× Ò¸ Ò Ø× ÔÓ× Ø ÓÒ Ö ¹× ÑÔÐ ÖÓÑ Q´× ÖØ ÑÓÚ µº Ì ÔØ Ò ÔÖÓ Ð ØÝ a Ó k * ¸ρ R * ¸ Ò H R * × min {1, A B }¸Û Ö A B = Ä Ð ÓÓ Ö Ø Ó × ÈÖ ÓÖ Ö Ø Ó × ÁÒÚ Ö× ÔÖÓÔÓ× Ð ÔÖÓ Ð ØÝ Ö Ø Ó × |det (Â Ó Ò)| , ¾¼µ × Ö Ò´½ µ ÓÙÖ ÓÖÑÙÐ Ø ÓÒ × ÐÓ× Ö ØÓ Ø Ø Ó ËÙ Ö Ø Ðº´¾¼¼¿µº Ï Ö×Ø Ö Ú Ø ÔØ Ò ÔÖÓ Ð ØÝ Ó ÖØ ÑÓÚ º Ï Ö×Ø ÔÖÓÔÓ× Ò Û Ö Ø ×Ø Ø ρ R * ÖÓÑ Q R Ò ÕÙ Ø ÓÒ´½½µº Ï Ø Ò Ñ Ô (ρ R , ρ R * ) ØÓ (ρ R * )º ÁÒ ÕÙ Ø ÓÒ´¾¼µ¸Ø Â Ó Ò Ø ÖÑ Ö Ö× ØÓ Ø × Ñ ÔÔ Ò ¸ Ò Ø ×Ø Ò × ÓÖ Ø Ø ÖÑ Ò ÒØº Ì × Ñ ÔÔ Ò × Ô ÖÑÙØ Ø ÓÒ¸ Ò Ø Â Ó Ò × Ô ÖÑÙØ Ø ÓÒ Ñ ØÖ Ü¸Û ÑÔÐ × det (Â Ó Ò) = ±1¸×Ó |det (Â Ó Ò)| = 1º ÖÓÑ ÕÙ Ø ÓÒ×´½½µ¸´½¾µ¸ Ò ´½¿µ¸ Ò Ì Ð ½ Û × Ø Ø Ø Ö Ò ÐÐ Ò ¸Ø Ø ÖÑ× Ý Ø Ö Ò Ø Ð×µ Ö ÄÊ = P (D|H R , k, ν R , ρ R , H S , H T ) P (D|H R * , k + 1, ν R , ρ * R , H S , H T ) ÈÊ = P (H R |k, ν R , ρ R ) P (H R * |k, ν R , ρ R ) P (k + 1) P (k) P (ρ R * |k + 1) P (ρ R |k) = P (H R |k, ν R , ρ R ) P (H R * |k, ν R , ρ R ) P (k + 1) P (k) [Q (ρ R * )] ÁÈÈÊ = P (H R |k, ν R , ρ R , H S , H T , D) P (H R * |k + 1, ν R , ρ * R , H S , H T , D) d k+1 π d (ρ R |ρ R * ) b k π b (ρ R * |ρ R ) = P (H R |k, ν R , ρ R , H S , H T , D) P (H R * |k + 1, ν R , ρ * R , H S , H T , D) P (k) P (k + 1) k + 1 k + 1 1 Q (ρ R * ) . ÐÐ Ø ÖÑ× ÒÓØ ÒÚÓÐÚ Ò D Ò H R Ò Ð ØÛ Ò ÈÊ Ò ÁÈÈÊº ÄÊ Ò ÈÊ ØÓ Ø Ö ÓÖÑ Ö Ø Ó Ó Ó ÒØ ×ØÖ ÙØ ÓÒ× ÓÚ Ö D Ò H R Û Ò ØÙÖÒ × ÑÔÐ × Ò×Ø Ø Ö Ø Ó Ó ×ØÖ ÙØ ÓÒ× ÓÚ Ö H R ÓÒ Ø ÓÒ ÓÒ D Ò ÁÈÈÊº À Ò A B = P (D|k + 1, ν R , ρ R * , H S , H T ) P (D|k, ν R , ρ R , H S , H T ) ,´¾½µ Û Ö Ù ØÓ Ø ÀÅÅ ×ØÖÙØÙÖ ¸P (D|ρ R * , k + 1, H S , H T , ν R ) Ò ÓÑÔÙØ ÖÓÑ ÕÙ Ø ÓÒ×´½¾µ Ò ´½¿µ Ò Ð Ò Ö Ø Ñ Û Ø ÝÒ Ñ Ð ÔÖÓ Ö ÑÑ Ò Ð ÓÖ Ø Ñ ÒÓÛÒ × Ø ÓÖÛ Ö Ð ÓÖ Ø Ñ´Ê Ò Ö¸½ µº AEÓØ Ø Ø Ø ×Ø Ø Ô Ò Ò ÓÒ Ø ÓÒ Ø ÓÒ Ò Ú Ö Ð × ÓÑ × Ð Ö ÖÓÑ Ø ÓÒ Ø ÓÒ Ð Ò Ô Ò Ò Ö Ô Ó ÙÖ ½ Ò Ø ÔÖÓÔ ÖØ × Ó Ø Å Ö ÓÚ Ð Ò Ø¸ × ×Ù×× ÓÚ º Ì × Ñ Ò ÐÐ Ø ÓÒ× Ò × ÑÔÐ Ø ÓÒ× ÓÙÖ Û Ò ÓÒ× Ö Ò Ø ÔØ Ò ÔÖÓ ¹ Ð ØÝ Ó Ø Ø ÑÓÚ × Ø Ø ÑÓÚ × Ø ÒÚ Ö× Ó Ø ÖØ ÑÓÚ º À Ò Ø ÔØ Ò ÔÖÓ Ð ØÝ Ó Ø ÑÓÚ × Ø × Ñ ´ Ø Ö Ö ÔÐ Ò k * = k + 1 Û Ø k * = k − 1µ º Ì ÔØ Ò ÔÖÓ Ð ØÝ Ó Ö ÐÓ Ø ÓÒ × Ð×Ó Ø × Ñ ´ Ø Ö Ö ÔÐ Ò k * = k + 1 Û Ø k * = kµ × Ö ÐÓ Ø ÓÒ ÑÓÚ × Ö ×ÝÑÑ ØÖ Ð ØÓ Ø Ñ× ÐÚ ×¸ Ò Ø × Ñ Û Ý × Ø ÖØ Ò Ø ÑÓÚ × Ö ×ÝÑÑ ØÖ Ðº AEÓØ Ø Ø ÕÙ Ø ÓÒ´½ µ Ó × ÒÓØ ÔÔÐÝ Û Ò k = 1 × Ø Ö × ÓÒÐÝ × Ò Ð ÔÓ×× Ð H R º À Ò ν R × ÒÓ Ø ÓÒ Ø Ð Ð ÓÓ º Ï Ò ÑÓÚ Ò ÖÓÑ ØÛÓ Ö Ø × ØÓ × Ò Ð Ö Ø ×Ø Ø ¸ν R × Ö ÑÓÚ ÖÓÑ Ø ×Ý×Ø Ñº ÓÖÖ ×ÔÓÒ Ò ÐÝ¸Û Ò ÑÓÚ Ò ÖÓÑ × Ò Ð Ö Ø ×Ø Ø ØÓ ØÛÓ Ö Ø ×Ø Ø ×¸ν R × ÔÖÓÔÓ× ÖÓÑ Ø ÔÖ ÓÖº ÌÓ × Ø Ø Ø × Ð Ú × Ø ÔØ Ò Ö Ø Ó× ÙÒ Ò ¸ Ö×Ø ÓÒ× Ö Ø Ø ÑÓÚ ÖÓÑ ØÛÓ Ö Ø ×Ø Ø × ØÓ × Ò Ð Ö Ø º Ï Ú Ò ÜØÖ P ν R |C min R , C max R Ò Ø ÒÓÑ Ò ØÓÖ Ó ÈÊ¸ Ò Ò Û ÔÖÓÔÓ× Ð Ø ÖÑ Q (ν R ) Ò Ø ÒÙÑ Ö ØÓÖ Ó Ø ÁÈÈÊº Ï × Ø Q (ν R ) = P ν R |C min R , C max R ×Ó Ø Ø Ø × Ø ÖÑ× Ò Ð¸Ð Ú Ò Ø ÔØ Ò ÔÖÓ Ð ØÝ ÙÒ Ò º Ì Ö Ú Ö× Ö ÙÑ ÒØ ÔÔÐ × ØÓ Ø ÖØ ÑÓÚ ¸×Ó Ø ÔØ Ò ÔÖÓ Ð ØÝ × Ò ÙÒ Ò º
Specific Markov chain settings and convergence diagnostics
ÌÓ ÓÖ ÓÒÚ Ö Ò ¸Û Ù× Ø Ñ Ø Ó Ó ÐÑ Ò Ò ÊÙ Ò´½ ¾µ Ò ÓÑÔÙØ Ø ÈÓØ ÒØ Ð Ë Ð Ê ÙØ ÓÒ ØÓÖ×´ÈËÊ µ Ó H R,t Ò H T,t ÓÖ t ∈ {1, . . . , N }¸ Ò ν A º Ì × Ö Ø Öb S¸Ø ÒÙÑ Ö Ó Ö ÔÓ ÒØ× Ó Ø ØÓÔÓÐÓ Ý ÐÓÒ Ø Ð ÒÑ ÒØ P b R |λ B R ∝ (λ B R ) b R bR! I (b R < N ) , P b S |λ B S ∝ (λ B S ) b S bS ! I (b S < N ) .´¾ ¾µ Û Ö λ B R Ò λ B S Ò Ø ÔÖ ÓÖ ÜÔ Ø Ñ Ò ÒÙÑ Ö× Ó Ö Ø »ØÖ Ò× Ø ÓÒ¹ØÖ Ò×Ú Ö× ÓÒ Ö Ø Ó Ò ØÓÔÓÐÓ Ý Ö ÔÓ ÒØ× Ö ×Ô Ø Ú ÐÝº Ï Ð Ø Å È Ó Å Ò Ò Ø Ðº´¾¼¼ µ × Ô Ö Ø × ÓÙØ ×Ø Ñ Ø Ò Ø Ô ÝÐÓ Ò Ø ØÓÔÓÐ¹ Ó Ý¸Ø Ö ÑÓ Ð ×Ø ÐÐ Ó ÒØÐÝ ×Ø Ñ Ø × Ø Ö Ø Ò ØÖ Ò× Ø ÓÒ¹ØÖ Ò×Ú Ö× ÓÒ Ö Ø Óº Ì ÈÊÂ¹ ÀÅÅ ×Ø Ñ Ø × Ø × ÕÙ ÒØ Ø × Ò Ô Ò ÒØÐÝ¸ÓÑÔÐ Ø Ò ÓÙÖ Ø ÓÖ Ø Ð ÓÑÔ Ö ×ÓÒº ÓÖ Ø ÔÙÖÔÓ× × Ó ÓÑÔ Ö Ò Ø ÑÓ Ð×¸Û Û ÐÐ Ò ÓÖØ ××ÙÑ Ø Ø ρ R Ò Ø ÈÊÂ¹ ÀÅÅ × Ò Ù Ñ ÒØ ØÓ Ø ÓÒ ÐÐÝ ÓÒØ Ò Ø ØÖ Ò× Ø ÓÒ¹ØÖ Ò×Ú Ö× ÓÒ Ö Ø Ó ×¹ ×Ó Ø Û Ø Ö Ø ¸ ÐÐÓÛ Ò Ù× ØÓ ÒÓÖ ν T º Ì × × ÑÔÐ Ø ÓÒ Ó Ø ÈÊÂ¹ ÀÅÅ ÐÐÓÛ× Ù× ØÓ Ñ Ø ÓÐÐÓÛ Ò Ó × ÖÚ Ø ÓÒ×º ÁÒ Ø ÈÊÂ¹ ÀÅÅ¸ν R Ò × ÒÓÑ Ð ×ØÖ ÙØ ÓÒ ÓÚ Ö Ø ÒÙÑ Ö Ó Ö Ø Ö ÔÓ ÒØ× Ò Ø Ð ÒÑ ÒØ P (b R |ν R ) = N − 1 b R (1 − ν R ) bR ν (N −1)−bR R .´¾¿µ Û Ö Ø × Ö ÙÑ ÒØ Ð×Ó ÔÔÐ × ØÓ ν S´νT × ××ÙÑ ØÓ Ú Ò Ñ Ö ÒØÓ ν R µº ÁÒ Ø Ð Ñ Ø Ó N → ∞ Ò ν R → 1¸Ø ×ØÖ ÙØ ÓÒ Ò ÕÙ Ø ÓÒ´¾¿µ Ø Ò × ØÓ Ø Ø Ó ´¾¾µÛ Ø ν R = 1 − λ B R N − 1 ,´¾ µ × Ø ÈÓ ××ÓÒ ×ØÖ ÙØ ÓÒ × Ø Ð Ñ Ø Ò × Ó Ø ÒÓÑ Ð ×ØÖ ÙØ ÓÒº ÁÒ ÔÖ Ø Ø × ×ØÖ ÙØ ÓÒ× Ö ÜØÖ Ñ ÐÝ × Ñ Ð Ö ÓÖ ×Ñ ÐÐ Ú ÐÙ × Ó λ B R º À Ò ¸Ø ÈÓ ××ÓÒ ÔÖ ÓÖ× Ù× Ò Ø Å È× Ó ËÙ Ö Ø Ðº´¾¼¼¿µ Ò Å Ò Ò Ø Ðº´¾¼¼ µ Ò Ö Ö × ÐÑÓ×Ø ÕÙ Ú Ð ÒØ ØÓ × Ò Ð × ØØ Ò Ó ν S Ò ν R¸Ø ØÖ Ò× Ø ÓÒ ÔÖÓ Ð Ø × Ò Ø ÈÊÂ¹ ÀÅÅº ÌÓ ×ÙÑÑ Ö × Ø Å È Ó Å Ò Ò Ø Ðº´¾¼¼ µ × Ø Ú ÐÝ ×Ô Ð × Ó ÓÙÖ ÑÓ Ð Û Ø Ü Ú ÐÙ Ó ν S Ò ν R¸ ×Ø Ø ÓÙÖÖ Ò ÓÒÐÝ ÓÒ Ò ÒÓ × Ô Ö Ø ÓÒ ØÛ Ò Ø ÔÖÓ ×× × Ð Ò ØÓ Ò Ö Ø × Ò Ò ÒÙÐ ÓØ ×Ù ×Ø ØÙØ ÓÒ Ô Ö Ñ Ø Ö×º ÁÒ ÓÒØÖ ×Ø¸ÓÙÖ ÈÊÂ¹ ÀÅÅ × Ô Ö Ø × k R¸Ø ÒÙÑ Ö Ó ×Ø Ø ×´ÓÖ Ö ÒØ × Ñ ÒØ ØÝÔ ×µ ÖÓÑ Ø Ú Ö × Ñ ÒØ Ð Ò Ø ´ Ø ÖÑ Ò Ý ν R µ¸Û Ö Ø Ú Ö × Ñ ÒØ Ð Ò Ø × ÒÓØ × Ø ØÓ Ü Ú ÐÙ ¸ ÙØ Ð×Ó Ò ÖÖ º ÓÖ Ò ÑÔ Ö Ð ÓÑÔ Ö ×ÓÒ ØÛ Ò Ø ÔÖÓÔÓ× Ô ÝÐÓ Ò Ø ÀÅÅ Ò Ø Ù Ð Å È Ó Å Ò Ò Ø Ðº´¾¼¼ µ¸Û Ñ Ô λ B R = 2λ R − 1º Ì ×
Investigating the coupling of the rate and transition-transversion ratios
6. Segmentation of a bacterial DNA sequence alignment , ρR + c˜, where ρR is the rate of the segment and c reflects the strength of the codon specific behaviour. Subfigure c) shows the setup of the synthetic study with different shadings indicating different segments. The three lines for each segment indicate the three codon positions. Sub-figure d) shows how the posterior for νR varies as we increase c. The horizontal axis represents c while the y-axis displays the posterior distribution of νR for that value of c. Darker shadings indicate higher probability. As the codon effect becomes stronger, it starts to dominate the predictions. At c ≈ 0.6, we can see a multi-modal posterior as the model picks up both behaviours, corresponding to the multiple peaks found in Sub-figure b). This suggests that the peak at around νR = 0.5 in Sub-figure b) results from a codon position specific rate variation. Applications in functional genomics are interested in the largescale effect of rate variation to identify genomic regions under varying degrees of selective pressure. For this reason we set C min R , the threshold on νR, to the minimum of P (νR|D) in Sub-figure b). In this way, we switch off the codon effect, that is, the uninteresting contributions stemming from the signature of the genetic code. (2005) . In both cases, the horizontal axis represents λR, the expected mean number of additional rate states, mapped to the MCP as described in Section 4. Sub-figure a) shows the estimated number of states, with active rate states depicted above the line, and potential rate states shown below the line -active rate states must occur at least once along the alignment. For λR ∈ {1, . . . , 5}, the PRJ-FHMM estimates that there are two to three rate states that occur repeatedly along the alignment. Sub- figure  b) shows the estimated number of segments with PRJ-FHMM and MCP (depicted in the top and bottom panel, respectively). The MCP is sufficiently sensitive to changes in λR that the estimation of the number of segments present is highly dependent on prior knowledge. The estimation of the distribution over the number of segments for the PRJ-FHMM is stable, with 1, 4 or 6 segments most likely. 
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Posterior distribution of the rate and phylogenetic tree topology
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